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Chap 7. 선형대수학

행렬, 벡터, 행렬식, 

선형연립방정식

서울과학기술대학교

자동차 공학과

이상훈
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0. 행렬에 들어가기 전에…
행렬은 왜 배우는가?
식과 계산을 효율적으로 해주기 때문

연립방정식 풀기

미분 연립방정식 풀기
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0. 행렬에 들어가기 전에…
행렬은 왜 배우는가?
선형 변환에 응용
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0. 행렬에 들어가기 전에…
행렬은 왜 배우는가?
유한요소법에 응용 (Battelle Co.)

조그만 네모(mesh)의 물리값들을 행렬을 이용하여
연결, 해석함
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱

행렬에 대한 기본 개념, 표기법, 종류

행렬(Matrix)이란?
수(혹은 함수)들을 직사각형 모양으로 괄호 안

에 배열해 놓은 것
수(혹은 함수): 원소(entry) 혹은 요소(element)


















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A
행(row)

열(column) 행렬열수행수 )(3)(3: A



1212

1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱
일반적인 표기법

행렬은 굵은 대문자로

행렬의 크기는 행x열 형태로

첫 번째 첨자 j는 행(Row)
두 번째 첨자 k는 열(Column)
 : j행, k열의 원소(Element)  i, j, k, l,… 모두 O.K.
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱

문제
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱

행렬의 종류

정방행렬 (Square matrix)
m=n일 때
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱

행렬의 종류

직사각행렬 (Rectangular Matrix)
 일 때

영행렬 (Zero Matrix)
모든 요소가 0인 행렬
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱
벡터
하나의 행 혹은 열로 이루어진 행렬

– 행벡터 (Row vector), 열벡터 (Column vector)

소문자 볼드체로 씀

각각의 원소를 성분(component)이라 함

문제: 
열벡터
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱

행렬의 상등

두 행렬, A=[ajk], B=[bjk]가 같다
크기가 같다: 행과 열의 개수가 같다

각 대응원소가 같다: a11=b11, a12=b12, …

문제: 
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱

행렬의 덧셈

두 행렬, A=[ajk], B=[bjk]
서로 같은 크기의 행렬만 더할 수 있다

각각의 원소의 합으로 표시된다 a11+b11, a12+b12, …

문제: 
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱

행렬의 스칼라곱

임의의 m×n행렬, A=[ajk]와 스칼라 c의 곱
cA=[cajk]
A행렬의 각 원소에 c를 각각 곱해서 구한다

문제: 
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱

행렬의 뺄셈

같은 크기의 두 행렬, A=[ajk], B=[bjk]
각각의 원소의 뺄셈으로 표시된다 a11-b11, a12-b12, …

문제: 
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1. 행렬, 벡터: 합과 스칼라곱

행렬의 덧셈과 스칼라곱을 이용한 법칙들

같은 크기의 세 행렬, A=[ajk], B=[bjk], C=[cjk]
ABBA 

C)(BACB)(A 
A0A 

0A)(A 

  BABA ccc 
  AAA kckc 
    AAA ckckkc 

AA 1
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2. 행렬의 곱

행렬의 곱

임의의 4×3행렬 A=[ajk]와, 3×2행렬 B=[bjk] 
두 행렬의 곱을 C=AB
곱셈 방식

– 앞 행렬의 행과, 뒷행렬의 열을 곱한다
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2. 행렬의 곱

행렬의 곱

임의의 m×n행렬 A=[ajk]와, r×p행렬 B=[bjk] 
두 행렬의 곱을 C=AB
필수조건: n=r (크기가 같을 필요가 없다)
최종 C행렬은 m×p행렬이 된다

곱셈 방식
– 앞 행렬의 행과, 뒷행렬의 열을 곱한다
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2. 행렬의 곱

문제
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2. 행렬의 곱

행벡터와 열벡터를 이용한 곱

aj: 행렬 A의 j번째 행벡터

bk: 행렬 B의 k번째 열벡터
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2. 행렬의 곱

행벡터와 열벡터를 이용한 곱

aj: 행렬 A의 j번째 행벡터

bk: 행렬 B의 k번째 열벡터

C=AB에서 각 요소 cjk=ajbk
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2. 행렬의 곱

예제 6
   p21p21 AbAbAbbbbA  
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2. 행렬의 곱

행렬의 곱의 성질

일반적으로 AB≠BA
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2. 행렬의 곱

행렬의 곱의 유례

일차변환에 의한 행렬 곱의 유례
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2. 행렬의 곱

행렬의 곱의 유례

일차변환에 의한 행렬 곱의 유례
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2. 행렬의 곱

행렬의 곱의 유례

일차변환에 의한 행렬 곱의 유례
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2. 행렬의 곱

행렬의 곱의 유례

일차변환에 의한 행렬 곱의 유례

   
   

   
   



















222221221121221121

22212122212111212

222121211121121111

22212112212111111

     

     

wbabawbaba
wbwbawbwbay

wbabawbaba
wbwbawbwbay

2221212

2121111

wcwcy
wcwcy




wABwCwy 

















2221

1211

2221

1211

bb
bb

aa
aa
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2. 행렬의 곱

여러 가지 행렬을 이해하고 활용한다

전치, (반)대칭, 삼각, 대각, 스칼라, 단위행렬

행렬의 전치 (Transposed matrix) 
임의의 m×n행렬, A=[ajk]의 전치행렬: AT =[akj]
행과 열을 바꾼 행렬

 




















mnnn

m

m

kj

aaa

aaa
aaa

a









21

22212

12111

TA
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2. 행렬의 곱

문제








 


501
923

B

















59
02
13

TB












52
31

A 






 


53
21TA

B)(B TT 






 


501
923
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2. 행렬의 곱

전치 행렬의 성질

A)(A TT 
TTT BAB)(A 

TT AA)( cc 
TTT AB(AB) 

        TTTT AA cacaccacac jkkjkjjk )(
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2. 행렬의 곱

대칭행렬 (Symmetric matrix)
AT=A인 행렬
akj=ajk

반대칭행렬 (Skew-symmetric matrix)
AT=-A 인 행렬
akj=-ajk

ajj=0





















1250
532
021

A






















053
5021
3210

A
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2. 행렬의 곱

삼각 행렬 (Triangular matrix)
위삼각행렬 (Upper triangular matrix)
정방 행렬 중에서 주대각선 아래쪽이 0인 행렬

아래삼각행렬 (Lower triangular matrix)
정방 행렬 중에서 주대각선 위쪽이 0인 행렬


















053
002
000

B














 


000
530
3211

A
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2. 행렬의 곱

대각 행렬 (Diagonal matrix)
주대각선 상의 원소만이 0이 아닌 행렬

스칼라 행렬 (Scalar matrix)
대각행렬 중 주대각선 원소가 모두 같은 행렬

AS=SA=cA

단위 행렬 (Identity matrix)
대각행렬 중 주대각선의 원소가 모두 1인 행렬

IA=AI=A


















000
030
001

A

















300
030
003

S

















100
010
001

I
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2. 행렬의 곱

예제: Markov 과정

초기: 상업A(25%), 공업B(20%), 주거C(55%)
1년이 지날 때마다 다음과 같이 변화한다

상업지역의 20%가 공업지역으로 바뀌고, 10%가 주
거 지역으로 바뀐다.
공업지역의 10%가 주거지역으로 바뀌고 90%는 공

업지역으로 남는다

주거지역의 20%가 공업지역으로 바뀌고 80%는 주
거지역으로 남는다. 


















































'
'
'

C
B
A

C
B
A

?
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2. 행렬의 곱

예제: Markov 과정

초기: 상업(25%), 공업(20%), 주거(55%)

주거로

공업으로

상업으로

주거공업상업


















8.01.01.0
2.09.02.0

007.0
            

A

주거

공업

상업



















































5.48
0.34
5.17

55
20
25

8.01.01.0
2.09.02.0

007.0
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2. 행렬의 곱

예제: 평면에서의 회전








 





cossin
sincos

A






















2

1

2

1   ,
y
y

x
x

yx

x

y

   
    













cossin
sincos








 







 






cossin
sincos

cossin
sincos

Axy     
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2. 행렬의 곱

예제: 인접 행렬

한번에 갈 수 있으면 1, 아니면 0 

출발

출발

출발

출발

4

3

2

1

4321

0111
1001
1001
1110

                 

v
v
v
v

vvvv



















A





























































3112
1221
1221
2113

0111
1001
1001
1110

0111
1001
1001
1110

AA

3v

1v
2v

4v
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

선형연립방정식의 행렬표현을 이해한다

제차연립방정식(Homogeneous Simultaneous 
System): bj가 모두 0인 경우

비제차연립방정식(Nonhomogeneous 
Simultaneous System): bj중 적어도 하나는 0이 아
닌 경우

mnmnm

nn

nn

bxaxa

bxaxa
bxaxa














11

22121

11111

bxA                                            

     2

1

2

1

21

22221

11211





























































mnmnmm

n

n

b

b
b

x

x
x

aaa

aaa
aaa










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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

선형연립방정식의 행렬표현: Ax=b

계수행렬(Coefficient Matrix): A
해벡터(Solution Vector): x





























































mnmnmm

n

n

b

b
b

x

x
x

aaa

aaa
aaa











2

1

2

1

21

22221

11211

      ,      , bxA
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법
첨가행렬(Augmented matrix) : 계수행렬 A에 열

벡터 b를 첨가한 행렬





















mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa











2

1

21

22221

11211

      ~A
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

해의 존재성과 유일성

2222121

1212111

bxaxa
bxaxa




유일해 무수히 많은 해 해가 없음

02
1

21

21




xx
xx

222
1

21

21



xx

xx
0
1

21

21




xx
xx
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

Gauss 소거법 (Gauss elimination)

Step 1. x1의 소거 (삼각행렬화)

Step 2. 후치환(Back substitution)

624
262

21

21




xx
xx








 
624
262

1010    
262

2

21




x
xx












10100

262

1
10

10
2 


x   2

2
462

2
1

21  xx

추축 방정식

추축
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

Gauss 소거법 (Gauss elimination)















 

14460
8641
2111















 

14460
10530

2111





















6600
10530

2111

66           
1053     
2  

3

32

321





x
xx
xxx
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

Gauss 소거법 (Gauss elimination)

















 2111
8641

14460















 

14460
8641
2111

2      
864
144 6       

321

321

32





xxx
xxx
xx

부분추축화

(partial pivoting)
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

기본행연산, 행동치 연립방정식

방정식에 대한 기본연산
두 방정식을 교환

한 방정식의 상수배를 다른 방정식에 더함

한 방정식에 0이 아닌 상수를 곱함

행렬에 대한 기본행연산
두 행을 교환: 부분 추축화(partial pivoting)
한 행의 상수배를 다른 행에 더함

한 행에 0이 아닌 상수를 곱함
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

예제: 키르히호프의 전압-전류 법칙

전류법칙: 한 점에서 나가고 들어가는 전류합=0

전압법칙: 폐회로에서 모든 전압 강하의 합=0

V80 V90

Q

P

20 10

15

10

1i

2i

3i

0              321  iii
0             321  iii

902510 32  ii
80           1020 21  ii
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

예제:

80           1020
902510          
0             
0              

21

32

321

321






ii
ii
iii
iii

80 20 30       
902510       
0 0                     
0           

32

32

321






ii
ii

iii

0 0                      
80 20 30       
902510       
0           

32

32

321






ii
ii
iii

0 0                      
190 95              

902510       
0           

3

32

321







i
ii
iii
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

예제:



















8001020
9025100
01-11-
011-1



















8020-300
9025100
0000
011-1



















0000
8020-300
9025100
011-1



















0000
190-95-00
9025100
011-1

추축 방정식

추축

부분 추축화
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

기본 행연산을 이용하여 미지수를 하나씩
소거하여 대각선 아래의 계수를 0으로 만듬

행-동치(Row-Equivalent)
선형시스템 S1이 선형시스템 S2에 유한번의 기본행

연산을 가하여 얻어질 수 있다면 S1을 S2의 행동치라
한다. 

행-동치 연립방정식(Row-Equivalent Systems) 
행동치 연립방정식들은 같은 해집합을 갖는다
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

1132
72

21

21




xx
xx

3  
72

2

21




x    
xx

72
1132

21

21




xx
xx

5.55.1
72

21

21




xx
xx









721

1132









1132
721









 310
721









5.55.11

721
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

5526
0     2
3 2  3





zyx
zyx
zyx

















5526
0112
3123

















5526
0336
3123



















11320
6110

3123

















1100
6110

3123

1
7
4






z
y

x
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

Gauss 소거법 : 연립방정식의 세 가지 경우

















2200
5230
7121

 























0000
0000
2200
5230
7121

 

22    
523

72

3

32

321





x            
xx   

xxx

0           0
00      
22      
523

72

2

3

3

32

321







x      
x          
x          
xx   

xxx

하나의 해

하나의 해
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

Gauss 소거법 : 연립방정식의 세 가지 경우

















2000
5230
7121

 























1000
0000
2200
5230
7121

 

20    
523

72

3

32

321





x            
xx   

xxx

1           0
00      
22      
523

72

2

3

3

32

321







x      
x          
x          
xx   

xxx

해가 없다

해가 없다
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

Gauss 소거법 : 연립방정식의 세 가지 경우

















0000
5230
7121

 
00    
523

72

3

32

321





x            
xx   

xxx























0000
0000
0000
2300
7121

 

0           0
00      
00      

2 3             
72

2

3

3

3

321







x      
x          
x          

x  
xxx

해가 무수히 많다

해가 무수히 많다
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

Gauss 소거법 : 연립방정식의 세 가지 경우

하나의 해
r = n
 =…=     =0

무수히 많은 해
r < n
 =…=     =0

해가 없음
r < m
 중 하나라도 0이 아닌 경우































m

r

rrnrr

n

n

b

b
bkk

bcc
baaa

~

~
~

~

 

1

2222

111211











1
~

rb mb~

1
~

rb mb~

mr bb ~ , ... ,~
1
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

문제

















4240
5120
4163

















 6000
5120
4163

















10240
5120
4163

















0000
5120
4163

무수히 많은 해

해가 없음: 모순되었다
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

문제



















2111
12640
2110

2    
1264    
2         





zyx
zy
zy



















12640
2110

2111




















4200
2110

2111
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

문제



















181176

62113
24440

18   176
62113

244 4         






zyx
zyx
zy





















181176
24440

62113















 

30550
24440

62113















 

30550
6110
62113















 

0000
6110
62113
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

문제















 

0000
6110
62113

6              
62113




zy
zyx

693
6122113

    
6






yx
yyx

yz
대입식에첫번째

수임의의는   
23

6

y
yx

yz


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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

문제






















26332
42114

02110

26332
42    4

02               






zyxw
zyxw
zyx






















42114
02110
26332






















014770
02110
26332




















00000
02110
26332

02                
26332




zyx
zyxw
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3. 선형연립방정식. Gauss 소거법

문제




















00000
02110
26332

02                
26332




zyx
zyxw

22
     

2





w

zyx
대입식에첫번째

수임의의는       ,
2

1

zy
zyx

w



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5. 선형연립방정식의 해

선형연립방정식의 존재성과 유일성을 이해
한다.
n개의 미지수(x1, …, xn)에 대한 m개의 선형
연립방정식이 있다

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa














2211

22222121

11212111
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5. 선형연립방정식의 해

선형연립방정식에 대한 기본 정리

존재성 (Existence)
계수행렬과 첨가행렬이 같은 계수(r ≤ n)를 가진다

















2200
5230
7121

 
















200
230
121

 

















0000
5270
7151

 
















000
270
151

 

계수: 3

하나의 해

계수: 2

무수히 많은 해

bAx 
A ]|[~ bAA 

(n: 미지수 개수)

3 
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5. 선형연립방정식의 해

선형연립방정식에 대한 기본 정리

유일성 (Uniqueness)
계수행렬과 첨가행렬이 같은 계수(r = n)를 가진다

















2200
5230
7121

 
















200
230
121

 
계수: 3

하나의 해

bAx 
A ]|[~ bAA 
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5. 선형연립방정식의 해

선형연립방정식에 대한 기본 정리

무수히 많은 해 (infinitely many solutions)
r < n이면 r개의 미지수를 n-r개의 다른 미지수로 표현

가우스 소거법 (Gauss elimination)
해가 존재한다면 가우스 소거법으로 구할 수 있다

















0000
5210
7101

 
















000
210
101

 
계수: 2

무수히 많은 해











수임의의는     
7

25

3

31

32

x
xx

xx



99

5. 선형연립방정식의 해
선형연립방정식에 대한 기본 정리
존재성 (Existence)
계수행렬과 첨가행렬이 같은 계수(r ≤ n)를 가진다

증명
행렬 A의 열벡터 c(1), …, c(n)를 이용해식을 표현하면

첨가행렬 Ã는 A에 b를 더해서 만든 행렬로서 이 식
의 해 x가 존재한다면 b는 A행렬의 열벡터의 일차 결
합으로 표현됨을 알 수 있다

따라서, 열(b)이 하나 더 첨가 되었으나 계수는 그대
로가 된다

      bccc  nn xxx 2211
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5. 선형연립방정식의 해
선형연립방정식에 대한 기본 정리
유일성 (Uniqueness)
계수행렬과 첨가행렬이 같은 계수(r = n)를 가진다

증명
행렬 A의 계수가 n이므로 n개의 열벡터 c(1), …, c(n)가

1차 독립이다. 이때, b를 나타내는 식이 유일하지 않
다고 하자

c(1), …, c(n)가 1차 독립이므로 각각의 계수가 0이여야
하며, 이것은 을 의미한다유일성

            nnnn xxxxxx ~~~
22112211 cccccc  

         0ccc  nnn xxxxxx ~~~
222111 

nn xx ~



101

5. 선형연립방정식의 해
선형연립방정식에 대한 기본 정리
무수히 많은 해 (infinitely many solutions)
r < n이면 r개의 미지수를 n-r개의 다른 미지수로 표현

증명
행렬 A의 계수가 r이므로 r개의 열벡터 c(1), …, c(r)가 1

차 독립이다. 다른 열벡터는 이 열벡터의 합으로 표현
할 수 있으므로

          bccccc   nnrrrr xxxxx  112211

      bccc  rr yyy 2211 jii xy 
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

역행렬과 Gauss-Jordan 소거법을 이해한다

역수 vs 역행렬

역수
어떤 실수:

역행렬
어떤 행렬:

n×n 정방행렬 A=[ajk]의 역행렬 A-1

IAAAA   11

a
11  a

a
b 111

 a
aa

a

A
1AB 

1 baab

IBAAB 
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

n차 행렬 A가 역행렬을 가진다

Ax=b에서 유일한 해가 존재한다

rank(A) = n
행렬 A의 각 행은 독립적이다

det (A) ≠ 0

A는 정칙행렬 (Nonsingluar matrix)

bAx 
bAxIxAxA 11  
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

n차 행렬 A가 역행렬을 가지지 않는다

Ax=b에서 무한한 해가 존재하거나 혹은 해가
존재하지 않는다

rank(A) < n
적어도 한 행은 독립적이지 못하다

det (A) = 0

A는 특이행렬 (Singluar matrix)

bAx 
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

예제

만족하는 a, b가 존재하지 않는다

따라서, A는 특이 행렬이다











04
02

A ?1 A











dc
ba1A




















10
01

44
221

ba
ba

AA

0)det( A
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

예제

det(A)=0
– [0, 0, 0, 0] 이외의 해가 존재한다

[d1=1, d2=-1, d3=1, d4=-1] ≠ 0




















0
0
0
0

   

1100
0110
0011
1001

     0              
0               
0               
0               

43

32

21

41






dd
dd

dd
dd
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

Gauss-Jordan 소거법

역행렬(Inverse matrix)을 구하는 방법
A에 I를 첨가한 행렬을 만든다

가우스 소거법으로 A를 I로 변환한다

이 때 I에서 변화한 것이 바로 A-1가 된다























431
113
211

A  






















100
010
001

      
431
113
211

  IA

 IAA 
~   KAKI  1       
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법






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
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1행×(-1), 2행×0.5, 3행×(-0.2)
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법




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
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
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


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


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2행+ 1행
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

예제






















100
010
001

      
210

1942
921






















210
1942

921





















100
012
001

      
210
100
921
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

예제




















012
100
001

      
100
210
921


















012
124
0919
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







012
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2511
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010
001
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법
대각행렬의 역행렬
대각행렬 A=[ajk]의 역행렬 A-1 존재

– ajj≠0 (j=1, 2, …, n)

A-1 는 1/a11, …, 1/ann이 대각원소인 행렬

문제


















100
025.00
002

1A

















100
040
005.0

A
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법
역행렬이 존재한다면 유일하다
C, D가 A의 두 역행렬이라고 하면

– AD = DA = CA = AC = I
– C = CI = C(AD) = (CA)D = ID = D

두 행렬의 곱
(AC)-1 = C-1A-1

– (AC)(AC)-1 = I
– (AC)(C-1A-1) = A(CC-1) A-1 = AA-1 = I

(AC…PQ)-1 =Q-1P-1… C-1A-1

역행렬의 역행렬
(A-1)-1 = A
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

예제























225
5615

113
A























251
261

5153
TA















 


310
015
102

1A

 





















301
110
052

1TA
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

역행렬 성질

   T11T 
 AA

   T1TT1T   AAAAII

         T1T1T1T1T1T 
 AAAAIAA

   T11T 
 AA

   2112 
 AA

   n11n 
 AA
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7. 역행렬, Gauss-Jordan 소거법

행렬의 곱에 대한 특이성질: 약분법

행렬의 곱은 교환법칙이 성립하지 않는다
AB≠BA

AB=0일 때, A=0 혹은 B=0 이 아닐 수 있다

AC=AD일 때, C≠D일 수 있다 (심지어 A≠0일
때에도)






















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




00
00
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11

22
11





































52
11

02
01

11
11

02
01


